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La Idgica es, en general, la disciplina filoséfica que estudia la inferencia: qué significa que una conclusién se sigue de
unas premisas, qué argumentos son validos y cudles no y qué métodos tenemos para distinguirlos. La légica
matematica es matematica en un doble sentido. Se trata, en primer lugar, de un modo de entender la Idgica que tiene
su origen en un contexto matematico (el desarrollo de geometrias no euclidianas y la crisis de los fundamentos ver la
voz DIA: “Filosofia de las Matematicas” seccidn 2.2: Formalismo: Hilbert) y, como tal, se desarrollé especificamente
para el razonamiento matematico. En segundo lugar, la l6gica matematica es matematica también por el empleo de
herramientas matematicas para el analisis del razonamiento. En este sentido, la [6gica matematica no sélo tiene como
tema las matematicas sino que ella misma es una parte de las matematicas.

Contemporaneamente, la mayor parte de los estudios de sobre Légica (fuera de los estudios de Historia de la Ldgica)
son “légica matematica” en el segundo sentido mencionado, por lo que es razonable pensar que el término “légica
matematica” deberia reservarse para el primer sentido (la Idgica que tiene como objeto los razonamientos y métodos
de las matematicas). Creemos, sin embargo, que el estilo matematico de la ldgica contemporanea es un modo de
aproximarse al razonamiento, no necesariamente el Unico ni la Ultima palabra sobre éste. El titulo de este articulo
pretende, de este modo, reconocer la validez de otros tipos de aproximacion a la lIédgica como pueden ser los
desarrollos medievales de la ldgica aristotélica. Simultdneamente, es necesario reconocer que desde finales del siglo
XIX, la légica matematica ha dado lugar a importantes resultados y ha ocupado un papel destacado en la discusion
filoséfica.

Teniendo en cuenta el cardcter interdisciplinar de este diccionario, hemos tratado de expresar las ideas centrales de la
I6gica matematica de un modo accesible. Hemos procurado que el articulo sea auto-contenido (exceptuando quiza
este parrafo), aunque alguna familiaridad con la légica sin duda ayudard a la comprensién del texto. También por este
motivo hemos puesto restricciones a los temas tratados. Concretamente, durante todo el articulo adoptaremos de
modo habitual un punto de vista semantico. Al tratar la Idgica clasica (seccidén 2) consideraremos solamente lenguajes
de primer orden con identidad, con funciones de uno y dos argumentos y predicados de uno y dos argumentos. Este
lenguaje es suficiente para ilustrar qué es la Idgica de primer orden y para introducir teorias aritméticas de las que
hablaremos en la seccién 3. Cuando expliguemos algunos teoremas (sub-seccién 2.5 y seccién 3), nos limitaremos a
dilucidar su contenido y a dar una idea general sobre su demostracién, aportando las referencias para una
demostracién detallada. Cuando tratemos las l6gicas no-cldsicas, nos restringiremos al caso proposicional
mencionando Unicamente algunos ejemplos que ilustren la distincién, dentro de esta clase de Idgicas, entre extension
y alternativa a la ldgica clasica. La sub-seccién 2.5 y la seccién 3 son un poco mas exigentes desde el punto de vista
matematico.

En la seccién 1 introduciremos la idea general de consecuencia ldgica. De ella se desprenden los distintos apartados
gue debemos especificar para caracterizar con precisién una ldgica (tabla 1). En la seccién 2 se desarrolla con cierto
detalle qué es la légica clasica de primer orden, explicando las principales propiedades de esta légica (sub-seccién
2.5). En la seccidn 3 nos centramos en la matematica como tema de la légica matematica; particularmente en la
estructura de la aritmética (nUmeros naturales con la sucesién, suma y multiplicacién) y en las posibilidades de
representacién y axiomatizacién en un lenguaje de primer orden. La seccidn 4 trata sobre las Idgicas no-clasicas.
Veremos un ejemplo concreto de alternativa a la Idgica clésica, las lé6gicas de 3 valores K3 y LP, y un ejemplo de
extension de la I6gica clasica: la légica modal.

Hemos procurado distinguir los aspectos técnicos de su explicacién informal. Para ello, introducimos en primer lugar
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las definiciones o resultados seguidas de comentarios que clarifican un aspecto de la definicién. Los comentarios estan
ordenados dentro de cada seccidn: el primer nimero corresponde a la seccién y el segundo a la posicién del
comentario dentro de la seccién.

1 Introduccién 1

Un argumento es un conjunto de enunciados con cierto orden: algunos de los enunciados son las premisas y uno de
los enunciados es la conclusién. Decimos informalmente que un argumento es valido (equivalentemente: que la
conclusién es consecuencia ldgica de las premisas) cuando es imposible que sus premisas sean verdaderas y su
conclusioén falsa. Por ejemplo,

(1) Si Socrates es marciano entonces Sdcrates invadira la Tierra

(2) Sécrates es marciano

(3) Sdcrates invadira la Tierra

El argumento es valido porque, aunque su conclusién es falsa y alguna de sus premisas verdaderas, sin embargo,
necesariamente si sus premisas fuesen todas verdaderas, la conclusién seria verdadera. O en otras palabras: es
imposible que sus premisas sean verdaderas y su conclusién falsa.

Pero, ;qué significa 'imposible' y 'necesario' en este contexto? Significa que no importa cual sea la interpretacion del
vocabulario no-légico, si las premisas son verdaderas, su conclusién es verdadera. Es decir, para comprobar la validez
de un argumento debemos, en primer lugar, formalizar el argumento y, en segundo lugar, comprobar si hay alguna
interpretacion del vocabulario no-légico donde las premisas sean verdaderas y la conclusién falsa. Tomando el
ejemplo anterior,

(1) Si A entonces &

(2) A

(3) B

el argumento es vélido porque no importa cémo interpretemos A y B, si las premisas son verdaderas en tal
interpretacion, la conclusién también es verdadera. O en otras palabras, no hay ninguna interpretacién de 4y B que
haga verdaderas a las premisas y falsa a la conclusién.

Esta definicién de consecuencia l6gica muestra que para caracterizar una légica es necesario describir el lenguaje que
estamos empleando, separando el vocabulario Idgico del vocabulario no-légico. Ademads es necesario explicar en qué
consiste una interpretacién para el vocabulario no-légico y cémo, dada una interpretacién del vocabulario no-légico,
cualquier férmula del lenguaje tomara también una interpretacion.

Tabla 1: Caracterizar una ldgica
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Logico
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Extension

Dentro del contexto de la l6gica contemporanea se entiende por Iégica clasica la 16gica descrita de manera completa
por primera vez en la obra de Frege de 1879 Begriffsschrift, aunque el término “légica cldsica” se suele restringir a

lenguajes de primer orden y en este libro Frege introduce la légica para lenguajes de segundo orden (ver comentario
2.1 mas abajo). Algunas caracteristicas generales de la I6gica clasica son,

¢ Principio de bivalencia: toda proposicién no-ambigua toma un Unico valor de verdad, verdadero o falso, y al
menos uno.
e Extensionalidad: el valor de verdad de una proposicién depende exclusivamente de la extension de sus
componentes.

En esta seccién describiremos con cierto detalle la Idgica cldsica de primer orden (sub-secciones 2.1, 2.2 y 2.3),
explicaremos de manera algo general qué es un método de demostracién (sub-seccién 2.4) y explicaremos cuatro

teoremas caracteristicos de esta l6gica (sub-seccién 2.5).

2.1 Lenguaje T

El vocabulario no-

i)

l6gico puede contener:

e Constantes individuales: @12 - - -

e Simbolos de funcién de uno o dos argumentos: f1: f2

vea g2 ..

* Simbolos de predicado de uno o dos argumentos: P, Py... Ry Ry ...

Por su parte, el vocabulario I6gico contiene:

Identidad:

Constantes légicas: ™+ Vs =7
Cuantificadores: 7+ =
Variables individuales: €1+ T2 -«

=

Paréntesis: (y)

Un término (o término singular) es una expresion del lenguaje que denota un objeto en una interpretacion. En los
lenguajes de primer orden las constantes y variables individuales son términos. Ademas, los términos se pueden
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obtener a partir de simbolos de funcién y otros términos de acuerdo con la siguiente regla: si t y i son términos,
entonces f(%) y 9(t, ) 5on términos. De modo que flai) y glas,81) son términos, pero también gl flar), glas, ar))

Una férmula es una expresién del lenguaje que puede ser verdadera o falsa en una interpretacién. Sit y i son

términos y £ y K son predicados entonces FPt, tFu y f = u son férmulas (férmulas atémicas). Si 4y B son férmulas,
ANB) (AvB) (A5 B)

entonces | ) ) , A, Vx Ay dxA también son férmulas. De modo que,
Fgl(x,ay)

H(ﬂ:hﬂL}'Rny

g(flai), g(z,a2)) = as

son férmulas, pero también

dz((Pz rxcRfla)) O flay) = x)

Comentario 2.1

Un lenguaje proposicional es un lenguaje en el que el vocabulario no-ldgico esta formado por proposiciones, de
manera que puede expresar relaciones légicas de una proposicidén con otras proposiciones, pero no relaciones l6gicas
dentro de una proposicién o de una parte de una proposicion a otra parte de otra proposicién. El argumento en la
seccién 1 mas arriba, se puede formalizar en el lenguaje proposicional de este modo:

1siA> B

(2) A

3B

(emplearemos el simbolo '=' para el condicional)
Sin embargo, el argumento,

(4) Todos los marcianos invadiran la Tierra

(5) Sécrates es marciano

(6) Sécrates invadira la Tierra

no tiene una formalizacién natural al lenguaje proposicional, puesto que la validez del argumento depende de
conexiones ldgicas entre partes de la proposicién (entre los marcianos y el invadir la tierra etc). Un lenguaje de
primer orden analiza los elementos que forman la proposicién, distinguiendo entre términos y predicados,
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A (proposicional)
(5) Séecrates es marciano

Pa (primer orden)
Ademas, en un lenguaje de primer orden podemos realizar generalizaciones sobre la posicion de un término. Asi, por
ejemplo, podemos decir que algln objeto es marciano:

(5*) dzP=zx

En un lenguaje de primer orden no podemos, sin embargo, generalizar sobre la posicién de un predicado, diciendo,
por ejemplo, que Sécrates tiene alguna propiedad,

(5**) dPPa

Esta Ultima férmula pertenece a un lenguaje de segundo orden (del que no hablaremos mds en esta voz).
Comentario 2.2

Los términos de un lenguaje de primer orden pueden ser simples (constantes individuales) o compuestos a partir de
funciones. Informalmente, una constante corresponde a un nombre propio, una expresién que sirve para hacer
referencia a un objeto, pero que no estd compuesta de otras expresiones (por ejemplo “Sécrates'). Informalmente, un
término compuesto corresponde a una descripcion definida, una expresién que sirve para hacer referencia a un objeto
pero que esta compuesta de otras expresiones (por ejemplo el maestro de Platdn'). De este modo, podemos
formalizar el siguiente tipo de enunciados,

(6) Socrates es el maestro del maestro de Aristoteles
(7) el maestro de Platén es marciano

i

(6) @1 = filfilaz))
(7) Pf(as)

Naturalmente, la légica de primer orden no fue ideada para hablar de Sécrates, Platén o Aristételes sino para hablar
de niimeros naturales. Bajo esta perspectiva, podemos ver que las afirmaciones aritméticas son, por lo general,

, . . T3 (343,
afirmaciones de la forma t = u como por ejemplo ' = 3+(3+37)-1 (
seccién 2.2: Formalismo: Hilbert).

ver la voz DIA: "Filosofia de las Matematicas",

Comentario 2.3

Las variables individuales T1 - - - no tienen, propiamente, un significado, sino que solo sirven para mostrar la posicién
sobre la que actlan los cuantificadores. Asi, por ejemplo, las férmulas,

(8) YyJz Ryx
(9) YyJzRHzy

expresan contenidos distintos, igual que las oraciones 'todo el mundo ama a alguien' y 'todo el mundo es amado por
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alguien'. A la hora de dar una interpretacién para el lenguaje, existen distintos modos de tratar las variables. Nosotros
las trataremos a casi todos los efectos como constantes individuales.

Comentario 2.4

Las férmulas de un lenguaje de primer orden son solo un \textit{esquema de oracién}, de modo que no son, al
margen de una interpretacion, ni verdaderas ni falsas. Cuando interpretamos una férmula es cuando ésta adquiere un
valor de verdad. Asi, por ejemplo,

(10) aRb

es verdadera cuando interpretamos 'a' con Bruto, ‘b con Césary ... R...' con la relacién '- - - maté a..." : sin embargo

cuando interpretamos todo de igual manera excepto '- - - .. ." que lo interpretamos con la relacién ' - .engendro a. . .
la oracidn es falsa. Algunas férmulas son verdaderas en toda interpretacién para la légica cldsica, como,

(11) Yx(Pzx o Px)

Estas férmulas se llaman tautologias, o férmulas validas. Es habitual, ademas, distinguir entre oraciones y férmulas,
siendo las primeras férmulas cuyas variables estan todas conectadas con un cuantificador. Una férmula con alguna
variable libre como,

(12) zha

se puede entender como un predicado (complejo) en lugar de una oracién. Por ejemplo, cuando interpretamos '@' con
Martay ... R..." con la relacién ‘... € hila de ...+ |3 formula en (12) expresaré en predicado '... €S hija de Marta
(serd verdadero de algunos objetos y falso de otros).

Comentario 2.5

Tabla 2: Vocabulario légico

simbolo nombre lectura informal
A conjuncioéon vy’
V disyuncién ‘0’
D condicional ‘Si... entonces...’
- negacion ‘no’
v cuantificador universal ‘para todo’
= cuantificador existencial ‘existe’
~ identidad ‘es (idéntico a)’

Comentario 2.6

Los lenguajes de primer orden comparten el mismo vocabulario légico (a excepcidén, quiza, del simbolo de identidad) y
pueden diferir en su vocabulario no-ldgico. Los simbolos de funcidn y predicados de un lenguaje de primer orden
pueden tener cualquier aridad, esto es, cualquier nimero de argumentos. Por simplicidad nosotros hablaremos
Unicamente de lenguajes cuyos simbolos de funcién y predicados tengan, a lo sumo, dos argumentos.
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2.2 Semantica 1

1 I'| . ’
Una interpretacion para un lenguaje de primer orden £ es una estructura (U1} donde U es un conjunto no-vacio y I
una funcién que empareja,

1. lla) €U para a variable o constante de L,

2. l(f)eU—=T y I(f) eU* = U para f.4 simbolos de funcién de £ de uno y dos argumentos
respectivamente,

— i 2
3 Up)cU y [(R) C—U para P, R simbolos de predicado de £ de uno y dos argumentos respectivamente.

Comentario 2.7

Una interpretacién para un lenguaje l6gico es, en general, una asignacién de significado a cada una de las expresiones
del vocabulario no-légico. En el caso de un lenguaje de primer orden, dentro del vocabulario no-légico podemos
encontrar constantes, simbolos de funcién y simbolos de predicado. Una interpretacién para £ es un conjunto no vacio
'y una funcién I que asignara a cada expresién del vocabulario no-légico de £ un "objeto" en I adecuado a la
categorfa gramatical de la expresién: elementos de I para las constantes y variables, funciones en I para los
simbolos de funcién, subconjuntos de I para los simbolos de predicado de un argumento, subconjuntos de [IJ = [IJ
(esto es, conjuntos de pares ordenados de elementos de ') para los simbolos de predicado de dos argumentos.

Comentario 2.8

La extensién de una constante o variable (similar a un nombre propio) es un individuo en L. La extensién de un
simbolo de funcién es una funcién en . Asi, informalmente, la extensién de una constante podria ser el individuo

Platén y la extension de un simbolo de funcién, la funcién & maestro de () pe este modo, al componer una funcién
con otro término, el resultado serd un individuo en U,

Comentario 2.9

Los simbolos de predicado de un argumento se interpretan con conjuntos de individuos, pues la extensién de un
predicado es el conjunto de objetos que satisfacen ese predicado. Asi el predicado '... es humano' tiene como
extension el conjunto de mujeres y hombres. Los simbolos de predicados de dos argumentos (aka simbolos de
relacion) se interpretan con conjuntos de pares de individuos, pues el "objeto" que satisface un simbolo de relacién no

, , e . . {Maria, Jesuis!
es un individuo sino un par de individuos. Asf, la relacién '... es madre de...' es satisfecha por el par "' 2/ +3: JEsUS/

pero no por el par {Jesis, Maria)

Dada una interpretacion {0, ]]:', para un lenguaje de primer orden £, ésta se extiende a todas las férmulas de £ de

acuerdo con las siguientes cldusulas,

1 LAy =H(Ii))  y Tglt u)) = g(l(t), lu))

, I(Pt) = S,yso|o IO EUP) | I(Rtw)=1 g, s 1t).Iw) € 1(R)
3, Mt =u) = 1giy ol silt) = L{u),

4, HANB) =1 giyeoosi HA)=1  I(B)=

5, [(AvB)=1 si y solo si [(A)=1 4 I(B)

6. UAD B) =1 giysolosi HA) =0 o I(B) =1
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7. [VzA) =1 g I'(4) =1 para todo z-variante I' de [

g I(F3z4) =1 o I'(4) =1 para al menos un z-variante I de [

Comentario 2.10

La cldusula 1 explica cémo toman su referencia los términos compuestos. Asi, por ejemplo, si @ es interpretado con
Platén y f con ¢l maestro de () |5 interpretacion de £12) sers Socrates,

Las clausulas 2 y 3 explican cdmo toman su valor de verdad las oraciones atémicas. La clausula 2 se refiere a las
oraciones formadas por simbolos de predicado. Una oracién de este tipo es verdadera cuando el individuo (o par de
individuos) con que se interpreta el término pertenece al conjunto con que se interpreta el predicado. Asi, por ejemplo,
oj l[R) = ...es esposa de. . . [[a) = Xantipa y [(b) = Socrates gntonces llakb) =1 (dado que

{Xantipa, Socrates) = ...esesposade...)

La cldusula 3 se refiere a oraciones que envuelven el predicado especial de identidad. A diferencia del resto de
predicados y relaciones, que pueden tomar distintas extensiones en distintas interpretaciones, la relaciéon de identidad
tiene un significado fijo (por eso lo consideramos parte del vocabulario l6gico). Empleamos el simbolo == para no
confundir este predicado de nuestro lenguaje légico con el simbolo de identidad que empleamos en varias ocasiones
en nuestra descripcion del lenguaje. En efecto, £ = u es verdadero exactamente cuando el objeto denotado por t es el

mismo objeto que el denotado por . Asi, por ejemplo, si [{a) = Xantipa I(b) = 5'5'”3“5, y [{f) = el esposo de (),

entonces Lt = fla)) =1

Las clausulas 4 a 6 explican como toman valores de verdad las oraciones con conectivas légicas. 4 B es verdadera
cuando ambos miembros de la conjuncién son verdaderos, etc. Las cladusulas 7 y 8 se refieren a los cuantificadores

universal y existencial respectivamente. Un Z-variante I' de una funcién de interpretacién I es una funcién que difiere
de [en, alo sumo, el valor que asigna a la variable . Si una férmula A con = como Unica variable libre es verdadera
para todo T-variante, esto significa que la condicién expresada por 4 es satisfecha por todo objeto en . La definicién
puede parecer ampulosa, pero de hecho es necesaria para describir correctamente el valor de verdad de las oraciones
cuantificadas (nétese, que una oracién del lenguaje puede contener muchos cuantificadores, unos bajo el alcance de
otros).

Ejemplo 2.11

Sea L el lenguaje de primer orden cuyo vocabulario extralgico consta de dos predicados de un argumento F'y Q, un
predicado de dos argumentos £, un simbolo de funcién de un argumento f() y una constante individual €. Sea -4 la
estructura para £ tal que U'=11,2,3,4}, I(P) = {L2}, HQ) = {2,3} I{R) = =, I{f) = sucesién salvo que

fl4) =1 y I{e) = 1 Determine el valor en A de cada una de las siguientes oraciones:

Yr(Prw Qx)

dz(Px » -}z

Yr(zRf(x))

vx(z % f(f(flc))) D zRf(x))
Yr(Pzx Oz = ¢

dz(Px Az = ¢)

dz(—-Pz ~ flz) = ¢

No v ks wN e
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2.3 Consecuencia légica 1

Dado un lenguaje de primer orden £, una férmula 4 de £ y un conjunto de férmulas I' de £ diremos que 4 es una
consecuencia légica de I', en simbolos =4 cuando,

No hay interpretacion (U0 al que

[{B) = 1 paratodo B 'y L{A} = 0,

Comentario 2.12

Esta definicién recoge la idea explicada en la seccién 1 segln la cual un argumento es vélido cuando es imposible que
sus premisas sean verdaderas y su conclusion falsa (entendiendo por imposible: no hay interpretacién). Una manera
equivalente de entender la definicion es con la idea de necesaria preservacion de verdad: un argumento es valido
cuando para toda interpretacién del vocabulario no-lI6gico, si sus premisas son verdaderas, su concusién es también

A

verdadera. Esto es, cuando,

Para toda interpretacién {*: 1)

si LB} = 1 para todo B € I" entonces 14) = 1,
En efecto, esta definicién es légicamente equivalente a la anterior (en légica clasica).

Ejemplo 2.13
Diga si las siguientes afirmaciones son correctas:

o "x(Px T Q). ¥x(Qzx = Sz) | Vx(Px = Sz)
o "x(FPr 2 Qzx), Pal Qa
e "x(FPzr o Qz) | JxQx
o "x(Px o Qz), dxPzr = JxQx

o JxWyRyr = WyZzRyr

o "rdyRyr = dyvzRyr

. Quaxbf Qb

o anz(Pr Dx=a) = Pbo Qb

2.4 Demostraciones 1T

Una demostracién de A a partir de I', escrito I' - A4, es una secuencia finita de afirmaciones de la forma & = ¥ donde
cada afirmacién de este tipo se puede obtener de las anteriores de acuerdo con las reglas en la tabla 3 y cuya Ultima
lineaesI'F A,

Tabla 3: Reglas de demostracién
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Premisa Conclusién | Nombre

pel ' Reflexividad
'tpyrcr | I Monotonicidad
I'Eo... THFO, vAF g ' Transitividad
I'-e ' = Doble negacién
'@, I'kEa '@ n | A-introduceién
'k pma ' A-eliminacion
' ['Fpviy | v-introduceidn
v, Tu{ptF6, TU{Y}FA | THH V-eliminacion
I'Feouw, I'Fyp [ D-eliminacién
Frufel ['F@ 24 | D-introduccién

Comentario 2.14

Ademas de caracterizar una ldgica semdnticamente nos gustaria disponer de procedimientos formales (o "sintacticos")
para establecer demostraciones. Existen sistemas de demostracién de muy distinto tipo. La tabla 3 contiene algunas
reglas para construir demostraciones. Las reglas son correctas (respecto a la Idgica de primer orden) en el sentido de

que sdlo nos permitirdn demostrar argumentos validos (esto es, FA=TF ‘4—). El conjunto de reglas no es
completo, es decir, no podemos demostrar todas las afirmaciones de consecuencia correctas, ya que no contiene, por
ejemplo, reglas para los cuantificadores o la identidad. En esta seccién queremos solamente ilustrar qué es un sistema

de demostraciones.

Ejemplo 2.15

(A>B), (BoC)+ ASC
1| (ADB).(BDC)L,AFA [Refl.
2|(ADB).(BD>C),AFADE [Refl.
3|1(ADB)(BDODC),AFBDC [Refl.]
4| (ADB),(BDC)L,AFB |[MP]
5 (ADB),(BDC)LARC IMP|
6| (ADB),(BoC)FADC |D>-intro|

Mas ejemplos con éste método de demostraciones en (Hedman 2006, c. 3).

2.5 Propiedades de la Idgica de primer orden 1T

En esta seccién describimos cuatro resultados caracteristicos de la légica cldsica de primer orden.

1. Completud Si1 = A entonces I' - A,

2. Compacidad Si

Il A

entonces hay un conjunto finito I € T tal que I = 4,

3. Lowenheim-Skolem ascendente Si un conjunto de oraciones I tiene un modelo infinito, tiene modelos
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arbitrariamente grandes.
4. Lowenheim-Skolem descendente Si un conjunto de oraciones L' tiene un modelo infinito, tiene un modelo
menor o igual que la cardinalidad del lenguaje de I

Comentario 2.16

Que la légica de primer orden es completa quiere decir que existen sistemas de demostracién tales que, no solo nos
permiten demostrar un argumento Unicamente cuando el argumento es valido (correccién), sino que siempre que un
argumento es valido, nuestro sistema nos permitird construir una demostracién.

Correcciédn y completud son las dos direcciones de la equivalencia,

I'-Asiysslosil =4

Aunque las relaciones = y I~ son extensionalmente equivalentes, no son la misma relacién. El caso es similar a

animal con rifian ‘ . . _— . L
y animal con corazon, que son propiedades distintas aunque tengan la misma extensién.

De hecho, la demostracion de la completud de la l6gica de primer orden no es trivial. La prueba mas habitual emplea
la construccién de Henkin para demostrar que todo conjunto consistente de oraciones tiene un modelo. Que un
conjunto de oraciones I' es consistente significa que I' ¥ A A —=A_ Por otra parte, un modelo para I' es una
interpretacién que hace verdaderas a todas las oraciones en I'. La idea central de la prueba muestra cémo cualquier
conjunto consistente I' de oraciones se puede extender a un conjunto £ que es maximamente consistente y que
contiene una instancia para cada generalizacién existencial en E. A partir de este conjunto es posible construir una
interpretacién que haga a todas las oraciones en £, y por tanto en I', verdaderas. Ver Zalabardo 2002, c. 5 y Hedman
2006, 148-151, para detalles sobre la prueba.

Comentario 2.17

La compacidad nos dice que si 4 es consecuencia l6gica de un conjunto I' de premisas, entonces A es consecuencia
l6gica de un subconjunto finito I'* de I'. Si I' es finito, podria suceder que I' = I'*, Ahora bien, si I" es infinito,
entonces I'* es méas pequefio y, por tanto, hay muchas premisas en I' "prescindibles", es decir, de las que no depende
la validez del argumento.

La compacidad de la légica de primer orden es una consecuencia de las propiedades de completud y correccién. Pues

supongamos que I'= A por el teorema de completud, sabemos que I' = A, Ahora bien, dado que las demostraciones
son finitas, la demostracién emplea a lo sumo un nimero finito de oraciones I €T de modo que I'" = A, porla

correccion de nuestro sistema de demostracién obtenemos " A.

La compacidad es de alguna manera la cara y la cruz de la légica de primer orden. Es una consecuencia directa del
teorema de completud que es, aparentemente, un aspecto positivo de la légica de primer orden. La compacidad, sin
embargo, impone limitaciones acerca de los conceptos que pueden expresarse en un lenguaje de primer orden, como
la idea de finitud, y que juegan un papel importante en teorias matematicas interesantes (ver 3.1). Este hecho
muestra uno de los aspectos mas interesantes e intrigantes de la Idgica matematica: la proporcién inversa que existe
entre poder expresivo y capacidad de demostracién.

Comentario 2.18

Una teoria, en términos generales, es un conjunto consistente de oraciones. La construccién de Henkin garantiza que
cualquier teoria de un lenguaje de primer orden tiene un modelo (una interpretaciéon donde todas las oraciones de la
teoria son verdaderas). Los teoremas de Lowenheim-Skolem se refieren al tamafio de los modelos, donde el tamafio

T T " .
de un modelo (U, I es el tamafio de su universo .
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Un conjunto es una coleccién de elementos y como tal tiene un determinado tamafio. Cuando un conjunto es finito, su
tamafo viene expresado por un nimero natural. Sin embargo, ningln nimero natural expresa el tamafio de un
conjunto infinito, pues lo caracteristico de los nimeros naturales es situarse a una distancia finita de 0. La idea de
cardinal es la generalizacion de la nocién de tamafio para conjuntos de cualquier tipo. El cardinal infinito mas pequefio

es el de los nimeros naturales y suele ser representado como Ro (escribiremos M| = 1”':“). Dos conjuntos tienen el
mismo cardinal cuando hay una correspondencia biunivoca entre ellos. En este sentido, el conjunto de los nimeros
naturales y el conjunto de los nimeros racionales tienen el mismo tamafio, pero el conjunto de los nimeros reales
tiene un tamafio mayor (mas sobre cardinales en (Zabalardo 2002, c. 6) y (Hedman 2006, 150-163)).

En un lenguaje de primer orden podemos encontrar conjuntos de oraciones que ponen un limite por arriba al tamafio

de sus modelos. Por ejemplo, la oracién "T7¥2(Z = ¥V T = 2] 5 ede ser verdadera en estructuras que tienen a lo
sumo dos elementos. El Teorema de Lowenheim-Skolem ascendente nos dice que un conjunto de oraciones de un
lenguaje de primer orden con un modelo infinito no puede poner un limite por arriba a sus modelos. El teorema es una
consecuencia directa del Teorema de compacidad (detalles en Zabalardo 2002, 298 y Hedman 2006, 167).

En un lenguaje de primer orden podemos encontrar conjuntos de oraciones que ponen un limite por abajo al tamafio
de sus modelos. Por ejemplo, la oracién Jedydz(((z # y) Az % 2)) A (y # 2)) puede ser verdadera en estructuras
con al menos tres elementos. La cardinalidad de un lenguaje de primer orden es el tamafio del conjunto de oraciones
de ese lenguaje y depende directamente del tamafio del vocabulario no-Idgico: si este es contable, la cardinalidad del
lenguaje es enumerable, si tiene un cardinal mayor, tal serd la cardinalidad del lenguaje. El Teorema de Léwenheim-
Skolem descendente nos dice que un conjunto de oraciones de un lenguaje de primer orden no puede poner un limite
por abajo a sus modelos mayor que la cardinalidad del lenguaje. Esto significa, por ejemplo, que la teoria axiomatica
de conjuntos ZF tiene modelos contables (este hecho es conocido como Paradoja de Skolem, Zabalardo 2002, 294).

La demostracién del Teorema de Léwenheim-Skolem descendente tiene cierta complejidad debido principalmente a

que envuelve nociones sobre cardinales infinitos. El teorema consiste en un procedimiento para, dado un conjunto de
oraciones I' y un modelo v, [l:', "depurar" el universo de la interpretacién sin variar el valor de verdad de las
oraciones en I'. El procedimiento requiere mantener la extensién de constantes y funciones, pero tomar Unicamente
un objeto (un "testigo") de I para oraciones existencialmente cuantificadas verdaderas en (U, (detalles en
Zabalardo 2002, 292 y Hedman 2006, 168-170).

3 Representacion y axiomatizacion de la aritmética 1
Una interpretacion (0,0 para un lenguaje £ es una estructura en el sentido matematico de: un conjunto no vacio con
funciones y propiedades / relaciones. La aritmética es la estructura (que llamaremos N') formada por el conjunto de
los nimeros naturales [, linealmente ordenados por la relaci¢n mener o igual 9u= con cero como elemento minimo,

sin elemento maximo y con las funciones de sucesién, suma y multiplicacién. El lenguaje de la aritmética L4 esun
lenguaje de primer orden con identidad similar a esta estructura en el sentido de que contiene una constante, un

simbolo de un argumento y dos simbolos de dos argumentos: U, 5,4+, (no confundir expresiones del lenguaje con las
funciones en N'). En la primera seccién hablaremos de las posibilidades de representacién de N con oraciones de £4
. En la seccidn siguiente hablaremos de las posibilidades de axiomatizacién de N con oraciones de £4 .

3.1 Representacion 1

Podemos emplear oraciones de un lenguaje de primer orden para tratar de representar algunos conceptos. Por
ejemplo, la oracién

Yrvyvz{(zRy » yRz) o Ryz)
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es verdadera exactamente en aquellas estructuras en que £ es interpretado con una relacién transitiva. De modo
similar, podemos emplear conjuntos de oraciones para tratar de representar estructuras enteras, donde una
estructura es un conjunto no vacio con funciones y relaciones dentro de ese conjunto (lo que venia siendo una
interpretacion en la seccién 2.2). Un conjunto de oraciones I' representa una estructura -4 cuando la estructura es un
modelo de I'. Por ejemplo, la oracién anterior representa las estructuras donde £ es interpretado con una relacién
transitiva. Sin embargo, esa oracién no representa ninguna estructura en particular con gran detalle, puesto que es
verdadera en estructuras que son muy distintas entre si (es verdadera, por ejemplo, tanto en estructuras finitas como
estructuras infinitas).

Un isomorfismo de una estructura -4 a una estructura B es una funcién ft del universo de -4 al universo de B,
h: & — B que cumple las siguientes caracteristicas,

e h es una correspondencia entre los universos de A y B

e para cada constante @ de £, hlas) = ap

e para cada simbolo de funcién fdelden argumentos, h(falai...a.]) = fe(hlag] ... hla,])

e para cada simbolo de relacién B de £ de m argumentos, (@1« @n) € Ba ggj (hla1).. . hlay])) € Ry,

Se dice que dos estructuras son isomorfas cuando existe un isomorfismo entre ellas. Desde un punto de vista formal,
dos estructuras isomorfas son dos copias idénticas. Pueden diferir en aspectos cualitativos (como el tipo de objetos y
relaciones que contienen) pero tienen exactamente el mismo nimero de objetos (cldusula 1) conectados exactamente
del mismo modo por funciones en una y otra estructura (clausula 3) y relaciones con idéntica extension en cada
universo (clausula 4). Se dice de estructuras isomorfas que son elementalmente equivalentes.

Los lenguajes de primer orden no pueden discriminar entre estructuras isomorfas en el sentido de que cualquier
oracién de un lenguaje de primer orden que sea verdadera en una estructura -4 es también verdadera en toda
estructura isomorfa con A, Se dice que un conjunto de oraciones I representa una estructura -4 hasta el isomorfismo
cuando tiene a -4 como modelo y cualquier otra estructura representada por I' es isomorfa con -4 (cuando un conjunto
de oraciones representa una estructura hasta el isomorfismo se dice que es una teoria categdrica) ;Es posible
representar estructuras hasta el isomorfismo?

Si A es una estructura finita (esto es, si su universo % es finito) entonces existe un conjunto de oraciones de un
lenguaje de primer orden que representa -4 hasta el isomorfismo (Zabalardo 2002, 290). Cuando -4 es una estructura
infinita, la situacién es radicalmente distinta. Por los teoremas de Lowenheim-Skolem, cualquier conjunto de oraciones
que represente a -A tiene modelos de todas las cardinalidades infinitas mayor o igual que la cardinalidad del lenguaje
(naturalmente, si el tamafio del universo de A es distinto al tamafio del universo de B, no puede haber una
correspondencia, y por tanto isomorfismo, entre estas estructuras). Esto significa ningln conjunto de oraciones de La
representa la estructura de la aritmética N hasta el isomorfismo.

Modelos no-estandar de la aritmética

Es posible auln realizar una pregunta mas modesta acerca de la posibilidad de representacién de estructuras infinitas y
de N en particular. Sabemos que si - es infinita, ninguna teoria que tenga a -4 como modelo es categérica. Sin
embargo, aln podria suceder que la teorfa represente a -4 y que cualquier otro modelo de la misma cardinalidad que
A sea isomorfo con -A. De este modo, aunque una estructura infinita no sea representable hasta el isomorfismo, ain
puede ser representable hasta el isomorfismo en su potencia. ;Es posible representar la estructura de la aritmética N
con oraciones de £.4 hasta el isomorfismo en su potencia?

La respuesta es negativa. Sea Teo(N) ¢ conjunto de todas las oraciones de L4 que son verdaderas en N, es decir

Teo(N) es LA teoria de V. Si alguin conjunto de oraciones de La representa a N hasta el isomorfismo en su

Teol(N) TeolN)

. . i . . .
potencia, lo hace. En otras palabras: si no representa a V' hasta el isomorfismo en su potencia,
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ninguna teorfa formulada en L4 10 hace. La imposibilidad de representar a N hasta el isomorfismo en su potencia

. T o . . r : r
consiste en demostrar que Teo(N) tiene modelos de igual cardinalidad que A" pero no isomorfos con A" (estos
modelos se llaman modelos no-estandar de la aritmética).

Tabla 4: Modelos no-estandar

Universo estandar Universo no-estandar

||
1 2 3 4 5 ... H12345...®

Un nUmero natural es un objeto que se sitlia a una distancia finita de cero. La caracteristica mas notable de los
modelos no-estandar es que su universo contiene elementos que se sitlan a una distancia infinita de cero (de hecho,
tiene infinitas galaxias de elementos no-estandar densamente ordenadas con la galaxia estdndar como elemento

minimo y sin elemento maximo, ver Zabalardo 2002, 307-311). El motivo por el que la teoria de la aritmética Teo(N)
no es capaz de detectar la diferencia entre el modelo estandar y los modelos no-estandar es (en términos muy
generales) que un lenguaje de primer orden no es capaz de expresar el concepto de finitud. Este hecho esta
estrechamente ligado a la compacidad de la légica de primer orden (ver seccidn 2.5). La propiedad de compacidad se
puede expresar del siguiente modo,

Compacidad Si todo subconjunto finito de I' tiene un modelo, entonces I' tiene un modelo.
Ejercicio: mostrar que ambas formulaciones son equivalentes.

Consideremos ahora la siguiente lista de oraciones:

So Hay un nimero finito de objetos en el universo
Sy Hay al menos un objeto en el universo

Sz Hay al menos dos objetos en el universo

S3 Hay al menos tres objetos en el universo

Cada subconjunto finito de oraciones de esta lista es verdadero en un universo finito, pero no la lista completa. Hay
que notar, ademas, que todas las oraciones S (0<1) ge pueden expresar en La, 5, por ejemplo, es
dz dy (z # ), De modo que 50 no se puede expresar en Laoen cualquier otro lenguaje de primer orden.

La nocioén de finitud resulta esencial para caracterizar la aritmética; mas en particular, resulta esencial para
caracterizar la nocién de niimero natural. Un nimero natural es aquél objeto que puede obtenerse a partir de 0 y de
un numero finito de aplicaciones de la funcidn sucesor. A pesar de que hay infinitos nimeros naturales, lo
caracteristico de cualquier nimero natural es situarse a una distancia finita de 0.

3.2 Incompletud 1T

En la seccién anterior vimos algunas limitaciones a la hora de representar la aritmética a través de un conjunto de
oraciones de £.4. En esta seccién se discute sobre la posibilidad de axiomatizar la teoria de la aritmética. El principal

TeolN)

resultado en este sentido es que no es axiomatizable.

Una teoria axiomatica es un conjunto de oraciones de un lenguaje légico (los axiomas) junto con un conjunto de reglas
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gue nos permite construir demostraciones a partir de los axiomas. Para que una teoria sea propiamente axiomatica
tiene que ser "efectivamente decible" qué formulas del lenguaje son demostrables a partir de los axiomas (ver Smith
20017, 22-3). La Aritmética de Peano es una teoria axiomética en este sentido.

Tabla 5: Aritmética de Peano

1 —de s(z)=0

2 VoVy (z %y D s(z) % s(y))
3 Ve(r+0)=zx

4 Vo Vy(r+s(y)) ~s(c+y)
5 Vr{r-0)==0

6 YeWVy(r-sly)) ~=((r-y)+x)
(A[z /0] AVz (A D Alr/s(x)])) D Ve A

- "-]

(1) dice que el 0 no es el sucesor de ningln ndmero. (2) dice que nimeros distintos tienen sucesores distintos. (3) y
(4) explican cémo reducir la suma a la sucesién y (5) y (6) hacen lo propio con la multiplicacién. (7) no es propiamente

un axioma sino un esquema de axioma. Supongamos que A es una férmula de L4 con = como Unica variable libre y

Alz/t] o) resultado de sustituir todas las ocurrencias libres de por t. Entonces (7) puede leerse de esta manera: si el
0 tiene una propiedad 4 y esta propiedad se hereda a través de la sucesion, entonces todo niimero tiene la propiedad
A, (7) se conoce como esquema de induccién. Dentro de las teorfas aritméticas en L4 que tratan de capturar la
esencia de la aritmética, la Aritmética de Peano es un buen candidato.

Se dice que una teorfa T es consistente cuando no hay ninguna oracién A tal que T ¥ A = A, Se dice que T es
completa cuando para toda oracién 4 o bien T = 4 o T = = A, En l4gica clésica las teorfas inconsistentes no son
interesantes pues a partir de ellas podemos demostrar todas las oraciones del lenguaje. Por otra parte, una teoria
completa es interesante porque nos da un veredicto para cada una de las preguntas que podemos formular en su
lenguaje. El primer teorema de incompletud establece que si la Aritmética de Peano es consistente, entonces es
incompleta.

Primer teorema de incompletud. Si T es una teoria aritmética (axiomatica) capaz de representar ciertas relaciones

y funciones sobre los nimeros naturales entonces, si es T es consistente, hay una oracién G de L4 tal que THF Gy
T ¥ (7,

La demostracién de este teorema es laboriosa y seguramente una de las demostraciones en El Libro de Erdds. La
Aritmética de Peano expresa propiedades y relaciones sobre los nimeros naturales, pero Godel demuestra que hay
procedimientos para codificar en nimeros naturales afirmaciones acerca de La y de la propia Aritmética de Peano. De
este modo, Gédel muestra cémo una teoria que sea capaz de expresar cierta cantidad de aritmética, es capaz de

realizar afirmaciones acerca de la propia teoria. Particularmente, contiene una férmula Prov(z) que es verdadera de
los nimeros correspondientes a oraciones demostrables en la Aritmética de Peano. A través de una técnica conocida
como diagonalizacién, muestra que hay una oracién & que es verdadera si y sélo si su nimero correspondiente no

esté en £rov(Z) | teorema no muestra solo que la Aritmética de Peano es (si consistente) incompleta, sino, que es
incompletable. Podriamos afiadir la oracién de Gédel G como un nuevo axioma para dar lugar a una nueva teoria,

AP' (sj AP es consistente entonces AP también lo es). El procedimiento de Gédel, sin embargo, nos

&

. , .z . « g 1 . ~ . . . -y
proporcionarfa una nueva oracién " 4P' indecidible en AP", Podemos seguir afiadiendo axiomas indefinidamente;
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siempre que la adicién dé lugar a una teoria axioméatica, podremos encontrar una nueva oracién de Godel para la
teoria resultante. Este Gltimo hecho muestra que no hay una Unica oracién indecidible en la Aritmética de Peano sino
una cantidad infinita de ellas.

El primer teorema de incompletud puede resultar mads o menos sorprendente. Lo cierto es que su contrario si que
hubiera resultado sorprendente. El lenguaje de la aritmética es menos inocente de lo que puede parecer a primera
vista. Consideremos las siguientes abreviaturas:

° IifT.-‘I::I:._ y} =df dz(r-z= y]l
° FGT[I]' =df El]',l' fy :,lé Ory+y= zj

primo(z) =a¢ Yz (div(z,z) Dz=1lvz=z)rz#1l

Y=z =g dz(z+z=yrzz#0)

div(Z, Y} o5 verdadera de dos nlimeros e ¥ exactamente cuando ¥ es divisible por . De modo similar, las siguientes
formulas expresan las propiedades de ser par, ser primo y ser menor que.

(cg) Yzl(par(z) Nz > 2) O dydz((primo(y) A primo(z)) /hy + z = z))

No sabemos si la Conjetura de Goldbach es verdadera o falsa, pero si la aritmética fuese axiomatizable, éste y una
gran cantidad de problemas que han desafiado las mentes mas brillantes durante siglos podrian resolverse de manera
mecanica.

Segundo teorema de incompletud. Si AP es consistente entonces no puede demostrar la férmula *®NSAF que dice
que AP es consistente.

4 Logicas no-clasicas 1

Se entiende por 'légica cldsica' la légica de primer orden desarrollada en Frege (1879) e introducida en la seccién
anterior. Desde los inicios, sin embargo, se cuestiond que la légica clasica fuera adecuada o suficiente para
caracterizar diversos aspectos relacionados con el lenguaje natural, la naturaleza de determinados conceptos e
incluso la naturaleza ultima del mundo. Asi, por ejemplo, se cuestiond que el condicional de la légica clasica recogiera
el significado de los condicionales del lenguaje natural (Lewis 1912), que la légica clasica fuera adecuada para
representar el significado de las expresiones vagas (Russell 1923), o compatible con la suposicién de que el futuro
estd abierto (Lukasiewicz 1920). Existe una gran cantidad de l6égicas que caen bajo el rétulo de légicas no-clasicas; en
esta seccion presentaremos solo dos ejemplos: la I6gica modal y la légica de tres valores.

Hay al menos dos sentidos en los que una ldgica puede ser no-cldsica: por ser una alternativa a la légica clasica o por
ser una extension de la I6gica cldsica. Una alternativa a la légica clasica es una l6gica que emplea el mismo lenguaje
que la légica clasica pero que discrepa con la Idgica cldsica sobre qué argumentos son validos (tipicamente, rechaza la
validez de algunos argumentos clasicamente validos). Una extensién de la légica cldsica es una légica que emplea un
lenguaje mas amplio que la légica clasica de manera que coincide con la Iégica cldsica para aquellos argumentos que
emplean el lenguaje clasico pero mantiene que hay mas expresiones ldgicas y, por tanto, mas argumentos validos en
el nuevo lenguaje.

4.1 Alternativas a la Idgica clasica: tres valores 1T

El lenguaje es igual al de la ldgica clasica aunque en esta ocasidén nos centraremos en el lenguaje proposicional.
Contaremos, por tanto, con un conjunto enumerable de variables proposicionales Var: {Ps@,75-- -} como vocabulario
no-légico, las constantes légicas clésicas: — "+ ¥+ 2+ = y dos paréntesis: ‘(' y '),
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Una interpretacién clasica para el lenguaje proposicional es una asignacion de valores de verdad, verdadero o falso y
no ambos, a cada una de las variables del lenguaje. En la semantica de tres valores, una interpretacién es una
asignacién de valores de verdad, verdadero, falso o intermedio a las variables. Es decir, una funcién del conjunto de

. 1
. . [: Var — {0, -,1}
variables al conjunto de tres valores de verdad: 27 7.

Dada una interpretacién de las variables, ésta se extiende a todas las férmulas del lenguaje de acuerdo a las
siguientes clausulas:

I{A A B} = min(I{A),I(B))
I{Av B) = maz(I{A),1(B))
I(~A) = 1 — I({A)

[{A > B) = maz(1 — I{A),1(B))

Comentario 4.1

1
La semdntica de tres valores difiere de la semantica clasica solamente en incluir un tercer valor: 2. Una vez que
ampliamos el niUmero de valores de verdad hay que explicar cémo este nuevo modo de interpretar se extiende a
todas las férmulas del lenguaje. Las clausulas sefialadas mds arriba se conocen como esquema de Kleene fuerte.
Existen otros modos de extender una interpretacion, pero éste es quizé el mas natural. La conjuncién entre Ay B
1 1
P A _—
toma como valor el minimo entre los valores de 4y B, Por ejemplo, si I{4) =1 y 1(B) 2 entonces 4 B) 2.
Nétese, que la conjuncién funciona al modo clésico para los valores clasicos. De modo similar, la disyuncién de 4y B
toma el méximo de los valores entre A y B, La negacién conecta el valor 1 con el valor 0 y el valor 0 con el valor 1

(igual que en el caso clasico) pero conecta el valor 2 con él mismo. La definicién del condicional se pueden entender
en términos de la disyuncién y negacién, ya que AD B;= AV B

I b =

A es una consecuencia 16gica de I' en LP, en simbolos I' 1P 4 cyando,

No hay interpretacién [ tal que

[{B) = 0 para todo B £ I'y 1{A)} = 0,

A es una consecuencia 16gica de I' en K3, en simbolos I =3 4 cuando,

No hay interpretacién I tal que

I{B) = 1 paratodo B eIy ll4) <1,

Comentario 4.2

1 1

El valor 1 es un modo de ser verdadero y el valor 0 un modo de ser falso, pero ;como debemos leer el valor 2?7 Si 2
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es un modo de ser verdadero, entonces hay oraciones que son exclusivamente verdaderas (valor 1), exclusivamente
1 1

falsas (valor 0) y tanto verdaderas como falsas (valor 2). Si 2 es un modo de no ser verdadero, entonces hay
1

oraciones que son verdaderas (valor 1), otras son falsas (valor 0) y otras que no son ni verdaderas ni falsas (valor 2).
1

La l6gica LF se corresponde con la primera interpretacién del valor 2 y da lugar a una légica paraconsistente en el
sentido de que de una contradiccién no se sigue cualquier cosa,

An-AFEp B

1

La l6gica K3 se corresponde con la segunda interpretacién del valor 2 y da lugar a una légica paracompleta en el
sentido de que de la ley de tercero excluso no se sigue de cualquier cosa,

BFy Av -4

La l6gica K3 es empleada por Kleene (1952) en el contexto de su teorfa de funciones recursivas parciales. La légica
LP es empleada por Priest (1979) para la paradoja del mentiroso y la paradoja de Russell y defendida desde entonces
por Priest en multitud de trabajos. Ver Cobreros (2013) para una introduccién a estas légicas, en relacién al problema
de la vaguedad.

4.2 Extensiones de la légica clasica: l6gica modal 1

El lenguaje de la I6gica modal incluye, ademas de las variables proposicionales y las conectivas clasicas, los
operadores modales '“I' y QO que pueden leerse informalmente como 'es necesario que'y 'es posible que'. Las
férmulas del lenguaje modal tienen este aspecto:

p U-p —Opa-U-p  -Uip> G(—gnls))

Una interpretacién modal (un modelo de Kripke) para el lenguaje anterior es una estructura (W, BT} gonde W es un
conjunto no-vacio (de "mundos posibles"), £ es una relacién en W' y [ una funcién que asigna valores de verdad a las

Var « W — {l,[]})

variables en cada mundo posible (mas formalmente: [ es una funcién . Escribiremos Lu{p) =1

para decir que la variable ¥ toma el valor 1 en el mundo .

Comentario 4.3

Una interpretacién clasica es una asignacién de valores de verdad a las variables proposicionales. Esta informacion,
sin embargo, no es suficiente para interpretar las expresiones modales pues el valor de verdad de una oracién modal
no depende (al menos exclusivamente) del valor de verdad de las oraciones que la componen. Considere el caso,

(1) Wittgenstein es futbolista &'

(2) Wittgenstein no es humano &

Ambas proposiciones son falsas. Por otra parte (dejando de lado cuestiones temporales) las proposiciones,

(1) Es posible que Wittgenstein sea futbolista v

(©2) Es posible que Wittgenstein no sea humano &

tienen presumiblemente distinto valor de verdad (pues ser humano, a diferencia de ser futbolista, es una propiedad
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esencial).

En la semantica modal, las oraciones del lenguaje modal son verdaderas o falsas en cada mundo posible. El valor de

verdad de una oracién no-modal en un mundo ' dependerd directamente del valor de verdad de las oraciones que la
componen en . El valor de verdad de una oracién modal, por el contrario, dependera no sélo del valor de verdad de
las oraciones en 1 sino también del valor de verdad de las oraciones en mundos accesibles desde v,

Comentario 4.4

La relacién H de "accesibilidad" entre mundos posibles sirve para representar la idea de posibilidad relativa. En una
misma interpretacién puede haber mundos W w! y w'! tales que w' esuna posibilidad relativa a 'y w'! una
posibilidad relativa a w! pero w'! no es una posibilidad relativa a 1. En forma de grafico,

Tabla 6: Posibilidad relativa
T > -uy-l- > H]-H-

_— >_< I

Esto permitird, entre otras cosas, que algo sea necesario pero sélo contingentemente.

* 3k %k

Dada una interpretacién modal, ésta se extiende a todas las férmulas del lenguaje de acuerdo con las siguientes
cldusulas.

Lo(A N B) =1y golo sj Lu(4) = Lu(B) = 1
Lu(AV B) =1 gy oo silul4) = 1o Lu(B) = 1
Ly(A D B) =1y golosi lu(4) = 0, L(B) = 1
Ly(~4) = 1 gjy solo i lu(4) = 0

[,(CA) =1 y solo si vw' (si wRw' entonces Ii(A)=1)

L,(¢A) =1 Ayt (wRw' | [,4(4) =1)

si y solo si y

Comentario 4.5

Como se apuntd mas arriba, las cldusulas muestran que el valor de verdad de una oracién no-modal en un mundo &,
como A 7 B, depende exclusivamente de qué pase con 4y B en w. Para que una férmula de la forma ¢4 sea
verdadera en 1 debe haber al menos un mundo accesible donde 4 sea verdadera. Para que "4 sea verdadera en w
no debe haber ningdin mundo accesible donde 4 sea falsa.

A es una consecuencia légica de I', escrito I'|= ‘4, cuando
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No hay interpretacién modal W #: 1 y w € W tal que

I,B)=1 para todo Bel y L,(A) = {].

Comentario 4.6

Las féormulas del lenguaje modal son verdaderas o falsas en cada mundo posible. Un contraejemplo a un argumento,
por tanto, es una interpretacién con un mundo posible donde las premisas son verdaderas y la conclusién falsa. Un
argumento es valido cuando no hay contraejemplos. La siguiente inferencia,

(K) A B) =04 OB

es valida de acuerdo con las definiciones anteriores.

Comentario 4.7

La I6gica modal que hemos presentado es la mas basica de una familia de Iégicas conocida como Idgicas modales
normales. Existen gran cantidad de variaciones de esta Idgica que dan lugar a diversos sistemas empleados para
representar distintos aspectos del lenguaje como expresiones temporales, condicionales y distintas lecturas de las
expresiones modales. Priest (2008) es una comprensiva introduccién filoséfica a todas estas I6gicas (y algunas mas).

Comentario 4.8

Aunque la I6gica modal es tan antigua como la I6gica de Aristételes, el origen contemporaneo de la Idgica modal se
puede situar en la obra de Clarence Irvin Lewis (1883-1964), particularmente en Lewis (1912) y en Lewis (1918). La
I6gica modal se desarrolld, en términos generales, de modo axiomatico hasta la obra de Kripke en los afios sesenta,
donde se generalizé el uso de la semantica modal conocida ahora como "modelos de Kripke". Merece mencién
también el trabajo de Arthur Prior sobre la légica y metafisica del tiempo en Prior (1957) y Prior (1967).

5 Légica, Filosofia y Teologia 1

La Filosofia y la Teologia (sobre todo algunas partes, como la teologia sistematica) son disciplinas en las que la
argumentacion juega un papel central. En este sentido, la Ldgica (sea matematica o no) resulta un instrumento
imprescindible. En esta seccién queremos apuntar algunas direcciones en las que la Ldégica matematica, la Filosofia y
la Teologia se han influido reciprocamente, en muchas ocasiones mas alla del papel puramente instrumental.

La Légica matemdtica ha encontrado muchas aplicaciones fuera del ambito filoséfico, como las matematicas, la
informatica tedrica, la ingenieria y la linglistica. Una buena parte de resultados légicos fundamentales tienen, sin
embargo, su origen en cuestiones filoséficas. La Conceptografia de Frege (Begriffsschrift) fue escrita con el propésito
de esclarecer la naturaleza de las matematicas y los teoremas de incompletud de Godel estan ligados al intento de
Hilbert de fundamentacién de las matematicas. El estudio de las paradojas de la teoria de conjuntos y las paradojas
semanticas dio lugar a desarrollos l6gicos como las l6gicas multivaloradas y a las teorias axiomaticas de conjuntos. El
interés por los condicionales del lenguaje natural y, de manera independiente, consideraciones sobre la semantica y
metafisica del tiempo, contribuyeron al nacimiento y desarrollo de la I6gica modal contemporanea.

A su vez, los resultados Idgicos han tenido impacto en cuestiones filoséficas. La visidn positivista de la ciencia del
Circulo de Viena, por ejemplo, estd ligada a los entonces recientes descubrimientos de la légica matematica. Los
teoremas de Lowenheim-Skolem se han empleado (Putnam 1983) para argumentar en contra del realismo en Filosofia
del Lenguaje y Metafisica. El Teorema de Tarski (1936) ha tenido una gran influencia sobre los estdndares que debe
satisfacer cualquier teoria adecuada sobre la verdad.
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La Légica matematica ha tenido también influencia sobre la Teologia, al menos sobre la Teologia Filosdfica. Tiempo
después de la muerte de Kurt Gédel, se publicé una reconstruccidn que éste hizo del argumento ontolégico. El
argumento ontoldgico de Godel emplea légica modal de segundo orden (cuantificacién sobre propiedades) y se
presenta en forma de demostracién a partir de un nimero de axiomas (si los argumentos de autoridad tienen alguin
valor, resulta dificil dudar de la validez de este argumento). El argumento ontoldgico modal, asi llamado, es
reformulado y defendido de manera notable en Plantinga (1974, c. 10).

El propio concepto de Dios, sobre todo en su concepcién cldsica, desafia la I6gica humana. ;Cémo debemos entender
la impecabilidad, la omnipotencia o la omnisciencia divina? Este tipo de cuestiones son objeto de un intenso debate en
la contemporanea teologia analitica que emplea a menudo los métodos de analisis proporcionados por la Iégica
matematica. En Cobreros (2016), por ejemplo, se aplica la semantica superevaluacionista para formular de modo
preciso la solucién eternalista al problema de la presciencia divina y el determinismo. El empleo de la I6gica
matemadtica dentro del andlisis teoldgico ha dado lugar, incluso, a debates metateoldgicos. Concretamente: jes
posible hablar coherentemente acerca de Dios empleando un lenguaje ldgico? (ver Kraal 2011).

La I6gica matematica suele tener, al menos aparentemente, un desarrollo menor dentro del estudio de problemas de

Teologia revelada. Las interacciones fructiferas en las relaciones entre Légica matematica, Filosofia y Teologia natural
sugieren que el anlisis légico proporcionado por la Légica matematica tendrd igualmente influencias positivas sobre

los diversos problemas de la Teologia revelada.
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